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1. Messfehler / Messunsicherheit

Jede Messung ist fehlerbehaftet
Der ,wahre" Wert einer MessgréRRe ist grundsatzlich unbekannt

Grobe Fehler

o vermeidbar durch Sorgfalt, Kontrollen
o durfen nicht ins Endresultat eingehen!

Systematische Fehler

o besitzen bei Wiederholung konstanten Wert
o kénnen nicht durch Wiederholung der Messung (mit gleichem Verfahren!) erkannt
oder eliminiert werden

Statistische Fehler

o schwanken zufallsbedingt

o lassen sich durch Wiederholungsmessungen erkennen u. reduzieren

o Die durch statistische Schwankungen bedingte Unsicherheit des Messwerts lasst
sich mit statistischen Verfahren bestimmen!

Das Schlussresultat einer Messung besteht aus (ISO , 1992)

o dem wahrscheinlichsten Wert, den man der Messgrof3e zuschreibt

o die Unsicherheit des Resultats: = ein Mal3 fur die Streuung der Werte, welche man
vernunftigerweise dem Schlussresultat zuordnet

Bemerkung: Obwohl DIN den Begriff ,Fehler” strenger definiert, ist es (immer noch) Ublich, anstatt

-Messunsicherheit* schlicht ,Fehler* (z.B. Fehlerrechnung, Fehlerfortpflanzung, ...) zu sagen. Gemeint ist

hier nicht der Unterschied zwischen ,wahrem Wert" (unbekannt!) und Messwert, sondern die dem Messwert
zugeordnete Unsicherheit.
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Resultat einer Messung: (x+Ax) (mit Einheiten) Bsp.: (7,25+0,15)-10 —

e Ax istdie absolute, e ax die relative Unsicherheit. Fur das Bsp.: g:2%
X X

1. Das Ergebnis wird als x+ Ax angegeben, nicht Ax=+...! A

2. Zehnerpotenzen und Einheiten werden fur Messwert und Unsicherheit
gleich angegeben und ausgeklammert!

3. FUr die Messunsicherheit reichen 1-2 signifikante Stellen aus. ®
Messwert und Unsicherheit werden immer mit der
gleichen Anzahl Nachkommastellen angegeben! —

-
e Erst muss die Unsicherheit Ax bekannt sein. g SN
Dann kann man entscheiden, mit wie vielen Stellen der Messwert x angegeben wird!

4. In Diagrammen werden Messwerte normalerweise als
Symbole (e, ¢, <, ...) mit Fehlerbalken dargestellt.

Ausnahmen: Fehlerbalken (FB) kénnen weggelassen werden, wenn z.B. ...
e der FB kleiner als die Symbolgrof3e ware (dann kénnte man den FB nicht sehen!)

e alle FB ungefahr gleich grof3 sind (und der zugehotrige Text eine Angabe zur
Messgenauigkeit enthalt)

e das Diagramm so viele Daten enthélt, dass mit FB die Ubersichtlichkeit leidet bzw.
wenn die (statistische) Unsicherheit leicht aus der Streuung der Punkte ablesbar ist.

Die ISO-Norm unterscheidet 2 Beitrage zur ,Unsicherheit":

»  Typ A Standardunsicherheit: ~auf statistischer Analyse beruhend*
»  Typ B Standardunsicherheit: .-auf andere Weise geschatzte Beitrage"

Typ A und Typ B sollten auf gleicher Vertrauenswahrscheinlichkeit beruhen!

Vertrauenswahrscheinlichkeit: 0.70—
Wahrscheinlichkeit P, dass der wahre Wert 99,7 %
tatsachlich innerhalb eines angegebenen Intervalls °6% | =7 Co
[x — Ax, X + Ax] liegt.
Bsp.: Die GauB'sche Normalverteilung | B rvanc i
(Glockenkurve) mit Mittelwert X und g, ¢ A
Standardabweichung o wird beschrieben durch die
~Wahrscheinlichkeitsdichte" 03¢ + 1 | Lo
(% IR N
f()-—t.e 20 BRI N A N
Von o 010 |+ 1/ AN
Dabei liegen im Intervall A PN
[X —10,X +10] ca. 68 % 0o0——""1 ! AN
[x - 20, X+ 20] ca. 95 % B0 20 lo 0 1o 20 3g
[X - 30, X +30] ca. 99,7 %
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> TypA:
o Stichprobe = Mittelwert u. Standardabw. d. MW : u, =s_ (siehe Kap. 2.)

> TypB:

Ergebnisse friherer Messungen
Eigenschaften des Materials, der Instrumente
Herstellerspezifikationen (siehe 1.11)
Unsicherheiten von Referenzwerten
Unsicherheit von Korrekturen

= Erfahrung, kritisches Nachdenken = u,

Kombinierte Unsicherheit: (Typ A und B kombiniert)
FFG (siehe Kap. 3) : Ug =+/U5 +U2

Ublich (Naturwissenschaften) ...
Vertrauenswahrscheinlichkeit: ,1 Standardabweichung” (bei Gaul3verteilung : 68 %)

Sind hohere Werte gefordert (z.B. 95%, 99%):
,Erweiterte Unsicherheit: U =k-u, =k-4/uj +u?
zB.mit k=2 (95%) bzw. k=26 (99%)

Im_Praktikum gibt es (im Wesentlichen) folgende Moglichkeiten, die Unsicherheit einer
Messung zu bestimmen:

1. Aus Datenblatt, Handbuch etc. ist eine Angabe des Messgerate-Herstellers zur
Genauigkeit eines Geréats bekannt (siehe auch Kap. 1.1)

2. Es liegt eine Messreihe mit mindestens 10 (besser 25) Messungen vor. Dann wird
,Typ A* durch statistische Analyse bestimmt (,Gummibéaren-Experiment®, Versuch O1)

3. Auf Grund des Messverfahrens, der zur Verfliigung stehenden Hilfsmittel und evtl. einer
kleinen Zahl von Wiederholungsmessungen (z.B. eine Messung pro Teilnehmer) wird
die Genauigkeit geschéatzt. Beispiele:

a) Zeitmessung mit Stoppuhr: 3 Messungen liefern Ergebnisse, die ca. 0,1...0,2 s
voneinander abweichen. Die Reaktionszeit wird ebenfalls bei ca. 0,1 s liegen.
Geschatzte Unsicherheit (des Mittelwerts): At ~0,1s
Diese Schatzung gilt dann auch fir alle nachfolgenden Messungen, die unter
ahnlichen Bedingungen durchgefihrt werden.

b) Abstandsmessung mit einem Stahllineal: Bei Versuch O1 wird der Abstand
zwischen einem Dia und einem Schirm zu L =795 mm gemessen. Dabei wird das
Lineal freihandig gehalten, das Dia selbst ist ca. 1...2 mm dick und hat auch noch
etwas Spiel in der Halterung. Geschatzte Unsicherheit: AL ~2 mm

Eine Besonderheit stellt die Zahlung zufalliger Ereignisse (z.B. mit einem Geiger-Miiller-
Zahlrohr bei Versuch A2) dar:

4. Werden zufallige Ereignisse gezahlt, so hat nach Poisson die gezahlte Anzahl N die
statistische Unsicherheit (Standardabweichung) von AN =N
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1.1 Herstellerangaben zur Gerategenauigkeit

Der Hersteller eines Messgerates macht (hoffentlich...!) Angaben Uber die Genauigkeit
seines Gerates. Dabei werden z.B. Fertigungstoleranzen, Alterungseinflisse,
Umgebungseinflliisse (Temperatur etc.) berticksichtigt.

e Bei Analogmessgeréten bezieht sich die Angabe der Messgenauigkeit im allg. auf den
Messbereich.

Bsp. Spannungsmessung mit Analogmultimeter (vergl. Versuch E1) :

Messbereich : 10V, Genauigkeit: £1,5%
Messwert: U=565V
Messunsicherheit: AU =15%-10V=0,15V
Messergebnis: U=(565+0,15)V,

AU 015V

Relative Messunsicherh.: =27%

U 565V

e Bei Digitalmessgeraten besteht die Angabe der Messgenauigkeit aus einem auf den

Messwert (,% v.M.”) bezogenen und einem konstanten Anteil. Der konst. Teil wird meist

in ,digits" angegeben, z.B. 1 digit = 1 Einheit der letzten angezeigten Stelle. Deshalb ist

es wichtig, immer alle angezeigten Stellen aufzuschreiben (einschl. der Nullen hinter
dem Komma!).

Bsp. Spannungsmessung mit Digitalmultimeter (vergl. Versuch E1) :

Messbereich : 20V, Genauigkeit: + (0,25 % v.M. + 1 digit)
Messwert: U =3,90 V (Gerat zeigt 2 Stellen hinter Komma an!)
Messunsicherheit: AU =0,25%-390V +0,01V =002V
Messergebnis: U=(3,90+0,02)V,
Relative Messunsicherh.: AU = 002V =0,5%

3,90 V

2. Statistische Schwankungen

2.1 Messreihe mit N Messwerten (alle gleich genau)

Gegeben:
o Eine (,grof3e*, siehe unten) Messreihe (,Stichprobe®) mit N Messwerten x; (i=1...N)

o Die Messwerte schwanken
o Einzelne Werte (bzw. Bereiche von ...bis) kommen verschieden oft vor.
o Strichliste = Haufigkeitsverteilung = ,Histogramm*

@  Siehe auch ,Das Gummibaren-Experiment* und ,gummib.xIs* !!!

o beste Schatzung fir den unbekannten ,wahren* Erwartungswert p:

2%
N

o Mal? fur die Streuung der Werte: Varianz u. Standardabweichung
genauer: ,Stichprobenvarianz* u. ,Stichprobenstandardabw.*
2 Z(Xi - Y)2

S ==N1 (merke: Varianz <~ s-Quadrat!)

arithmetischer Mittelwert X =

Varianz: s? |
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" N-1| N

2
X2 X
oder: s’= N [z ' _(ZN '] J (...programmiertechn. einfacher!)

Standardabweichung: S (=\/S_2!)!

Die ,theoret.* Parameter der Verteilung bzw. der ,Grundgesamtheit® sind
Erwartungswert p und Varianz o° (Standardabweichung o). Sie werden durch die
StichprobengroRen x,s* (s) ,geschatzt*.

Im Nenner steht (N-1) statt N , da aus der Stichprobe schon der Mittelwert bestimmt

wurde (Verlust eines Freiheitsgrades). Mit nur_einem Messwert kann man keine
Standardabweichung berechnen!

¢ Die Standardabweichung s entspricht der Messunsicherheit der Einzelmessungq,

Ax; =s, das Resultat einer Einzelmessung kdnnte also angegeben werden als x, £s

e Auch der Mittelwert besitzt nattrlich noch eine Unsicherheit! Diese wird mit
wachsender Anzahl der Messungen kleiner und ergibt sich nach dem FFG (— 3.) zu

Unsicherheit des Mittelwerts o S
(auch: ,Standardfehler” oder Standardabweichung des Mittelwerts) m = JN

Die Genauigkeit des Mittelwerts ist also mit AX =5, =% immer besser als die einer
Einzelmessung. Das Endresultat ist somit: X+ AX bzw. Xi% :

e Wie viele Messwerte braucht man ?

Regel: Fur eine ,verninftige* Bestimmung der Standardabweichung s sind > 25 Werte
erforderlich. Leider muss man sich oft auf weniger (z.B. 10) beschrédnken. Dann muss
das Vertrauensintervall entsprechend grof3er gewahlt werden, um die Unsicherheit bei
der s-Bestimmung zu berlcksichtigen (siehe Lit., ,t-Verteilung®).

Hat man nur wenige Werte (N = 2, 3, ...), so ist die Berechnung der
Standardabweichung s sinnlos. Man sollte dann die statistische Unsicherheit des
Messergebnisses anders abschatzen, z.B. Uber die Differenz zwischen gréf3tem und
kleinstem Wert.

2.2 Messreihe mit N Messwerten unterschiedlicher Genauigkeit

Liegen Messwerte mit unterschiedlicher Genauigkeit vor, so muss man bei der
Bestimmung des Mittelwerts die einzelnen Werte gewichten, um zu einem optimalen
Ergebnis zu kommen. Im Versuch S1 des Physikpraktikums kann man beispielsweise die
WinkelrichtgréRe (Federkonstante) ¢ bei verschiedenen Winkeln bestimmen. Dazu wird
eine Kraft F, ein Hebelarm r und der Winkel B gemessen. Es ist ¢ =F-r/B. Bei jedem
Winkel ergibt sich eine andere Messgenauigkeit (siehe FFG!) — bei gréReren Winkeln wird
Ac” deutlich kleiner, weil die relative Ablesegenauigkeit des Winkels und der Kraft dann
kleiner werden. Wenn man hier ungewichtet mittelt, dann gehen die (schlechten) Werte bei
kleinem Winkel zu stark in Ergebnis ein. Mit der korrekten Gewichtung erhalt man auf
einfache Weise ein optimales Ergebnis einschlie3lich dessen Genauigkeit.
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Beim ungewichteten Mittelwert hat jeder Messwert das ,,Gewicht 1“ und die Summe der
Gewichte ist die Anzahl der Messwerte N. Damit konnen wir die ,normale* Formel fir den

N N
dx DLx
Mittelwert etwas umschreiben, namlich: Xungow. = i:;\l ==

i=1
Ersetzt man hier die ,1* durch ,Gewichtsfaktoren®* w, so erhalt man die Formel fir den

ZW X,

ZW

Es lasst sich zeigen, dass man den genauesten Mittelwert erhédlt, wenn die
1

(A% )
Ein Messwert mit doppelter Genauigkeit (halber Messunsicherheit) erhalt also das

vierfache Gewicht! Auch hier kann mit dem FFG (— 3.) die Genauigkeit des Mittelwerts®
1

W

gewichteten Mittelwert:

Gewichtsfaktoren zu ,1/(Fehler zum Quadrat) gewahlt werden:  w, =

berechnet werden. Es ergibt sich: AX =

Insgesamt ergibt sich also:

W, - X,
Gewichteter Mittelwert Z mit w, =

1
Xw \/27 (%)

Wir bezeichnen mit der Nummer k den Wert mit der kleinsten Unsicherheit Ax, (und damit

dem groBten Gewicht w, =1/(Ax, f ). Es ist also Ax, <Ax, bzw. w, >w, (fur beliebige i).
Die Summe der w; ist nun immer grof3er als dieses einzelne w,; damit wird AYZ]/,/ZWi
automatisch noch kleiner als die Messunsicherheit Ax, des besten Werts: AX < Ax,

»  Der Mittelwert ist immer genauer als der beste Einzelwert!

Spezialfall: Sind alle Werte gleich genau, d.h. gilt w, :L=L firi=1..N, dann

(ax ) (axy

erhalt man wieder das Ergebnis fur den unqewichteten Mittelwert. Die Summen ergeben

sichzu > w = ZA Zl— und zwi'xi_Z(— 22

x AX

P

Damit ergibt sich fir das gewichtete Mittel: X £ AX =N + T
(Ax)’ (AxY

) ) . . e DX AX

Nach Kirzen erhalt man dann wieder das erwartete Ergebnis: X £ AX - + W

L Véllig unsinnig wére es, den Mittelwert der Messunsicherheiten zu verwenden. Dieser ist immer groRer als die
Unsicherheit des besten Wertes. Der Mittelwert muss aber mindestens so genau sein wie der beste Wert!
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3. ,,Fehler“-Fortpflanzung

Eine Messung, bei der das gesuchte Endergebnis direkt mit einem entsprechenden
Messgerat gemessen werden kann, bezeichnet man als direkte Messung. Haufig muss
aber ein Messwert (oder verschiedene Messwerte) noch irgendwie verrechnet werden, um
das gesuchte Endergebnis zu erhalten. Z.B. soll die Querschnittsflache A einer Bohrung

bestimmt werden. Dazu wird der Durchmesser d bestimmt und dann A nach A=ird?
berechnet. Dies bezeichnet man als ...

> Indirekte Messung:
Ergebnis y ist Funktion der gemessenen (fehlerbehafteten) Grofl3e x

Die ,Fehler“-Fortpflanzung liefert dann die Antwort auf die Frage :
»  Wie grol3 ist die Unsicherheit von ,y*, Ay ?
Wir unterscheiden zunachst 2 Falle:
1.) nur eine Messgrolde x 2.) mehrere MessgrofRen x; , X2, ...

In beiden Féllen gibt es verschiedene Methoden zur ,Fehlerfortpflanzung®, die Sie alle
kennen sollten (da Sie dann von Fall zu Fall entscheiden kdénnen, welches die einfachste
Methode ist!). Eine Zusammenfassung der wichtigsten Formeln und Regeln dazu finden
Sie auf der letzten Seite!

3.1 Fehlerfortpflanzung bei einer MessgrofRe

Zunachst: nur eine Messgrofze ,x“ mit ,Unsicherheit* Ax
.. daraus berechnet Yy =1(x)

»  Wie grol3 ist die Unsicherheit von ,y“, Ay ?
Anders ausgedrickt lautet die Kernfrage:

»  Wenn sich der Messwert im Bereich seiner Unsicherheit &ndert, d.h. um + Ax ,
um wie viel andert sich dann das daraus berechnete Endergebnisy ?

Antwort A (, ,numerisches Differenzieren, ,direkte Methode®, ,Mehrfachausrechnung®)? :

. Rezept: Setze modifizierten Wert ein,
berechne numerlsch wie sich das Ergebnis andert!

° Ay—| X+AX 1 A .
s,

Antwort B (Ableitung) :

Wie andert sich f(x) , wenn x sich um
kleinen Betrag Ax andert? i

Taylor-Reihe:

df
. f(x+Ax)_f(x)4W-Ax+... L

df

) Ayzdx

- AX < > r
AX AX

%In Granicher, ,,Messung beendet - was nun?*, wird dieses Verfahren auch ,,Naturmethode* genannt.
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Der Unterschied zur numerischen Methode (A) besteht darin, dass bei (A) die 1. Ableitung
((jj_:( numerisch bestimmt wird. Fiir ,geniigend* kleines ¢ ist Zi ~ f(x+88)_ f(x)

Wahlt man nun fur ¢ die (hoffentlich nicht zu grof3e) Messunsicherheit Ax, dann erhalt man
Ay zI‘;iIAXzI f(X+AAXX)_ f(X)I-Ax=|f(x+Ax)— f(x|. Man kann also Methode (B) als
Naherung fur die numerische Methode (A) betrachten. Sie hat aber den Vorteil, dass man

nicht nur den Zahlenwert, sondern auch eine Formel fir Ay erhalt, an der man die
Zusammenhange besser erkennen kann.

3.2 Fehlerfortpflanzung bei mehreren MessgrofRen

Messgréf3en X1 mit ,Unsicherheit” Axy
X2 mit Unsicherheit” Axs
LX3" mit ,Unsicherheit” Axs

... daraus berechnetm N0 y=1(X1, X2, X3, ...)

»  Wie grol3 ist die Unsicherheit von ,y“, Ay ?

Wir missen jetzt aber zwei Fragen klaren:

F1: Welche Unsicherheiten Ay, bewirken die einzelnen MessgréRen bzw. ihre jeweilige

Unsicherheit Ax, ?

F2: Wie werden die einzelnen Ay, zu einer Gesamt-Unsicherheit Ay
zusammengerechnet ?

Zu F1 gibt es (genau wie bei Kap. 3.1) wieder 2 Antworten:
Antwort A (,direkte Methode" , ,numerisches Differenzieren”, ,Mehrfachausrechnung") :

J Rezept: Setze modifizierten Wert fur jedes einzelne x; ein , berechne numerisch wie
sich das Ergebnis &ndert! (Bem. zu einzeln : siehe unten ***)

o AY =[0G HAX, Xy Xy, )= F(X X, X
AY, =T (X0, X, + A%y, Xgr)— F (X0 X, X,
Ay, :|f(X1'X2'X3+AX37”')_ f(Xl,XZ,X3,...)

Antwort B (Ableitung) :

o Die Ay; (y-Unsicherheit auf Grund der Unsicherheit Ax ) werden (anstatt numerisch
durch Mehrfacheinsetzen) durch die entspr. partiellen Ableitungen bestimmt:

of

ES

Auch hier besteht der Unterschied zur numerischen Methode (A) nur darin, dass bei (A)

die partielle Ableitung (z.B. of /dx, ) numerisch bestimmt wird:

:| F(X, 4+ A%, Xy, X )= £ (X0, %, X, .|
AX,

Ay =

-AX;

of

X,

Ay, = (X + A%, Xy, X)) = (X0 X, X4 -0) AX & |- AX
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Unabhangig von der gewahlten Methode (A oder B) muss nun noch die Frage F2
beantwortet werden:

F2: Wie werden die einzelnen Ay, zu einer Gesamt-Unsicherheit Ay kombiniert?

F2a) WENN Ax systematische ,Fehler” sind

und AX; ,sichere Fehlergrenzen” sind (100% Vertrauenswahrscheinlichkeit)
oder die Ax; stark korreliert sind
(d.h., dass alle das Endergebnis in die gleiche Richtung verféalschen)

DANN

kann der sog. ,absolute GroR3tfehler von y berechnet werden (,ungunstigster Fall*)
AY s =AY, +AY, + Ay, +... (Regel: Einzelbeitrage linear addieren!)

F2b) SONST ... (Regelfall!)
(statistische Fehler, Standardabw., Vertrauenswahrscheinlichkeit <100 %):
(Ayges)Z =(Ay,) +(Ay, )’ +(Ay,f +... (Regel: Einzelbeitrage quadratisch addieren!)
Bemerkungen:

e Methode F2a) und F2b) ergeben oft ein &hnliches Ergebnis, insbesondere wenn ein
einzelnes Ay; viel gro3er als alle anderen ist. b) ergibt immer einen kleineren Wert als
a); mit a) kann der Messfehler also Uberschatzt werden.

e F2a) ist etwas leichter auszurechnen, mit Taschenrechner ist dies aber unwichtig.

*** Die Beantwortung der Fragen F1 und F2 sollte nicht vermischt werden. Es ist
vorteilhaft, die x; nicht alle zugleich sondern einzeln zu variieren,

e weil Sie dann gleich sehen, welche MessgréfRe welchen Einfluss auf die Gesamt-

genauigkeit hat und wo es sich evtl. lohnt, genauer zu messen.

e weil andernfalls erst geprift werden musste, ob eine Erhéhung von xi, xp, etc. den

berechneten y-Wert vergrof3ert oder verkleinert. Erst dann kann z.B. der max. Wert
als f_ = f(x £AX,X, £AX,, X, + AX,,...) berechnet werden (wobei fiir die versch.

GroRRen entweder + oder - verwendet wird, um den Funktionswert zu maximieren)!
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»  Wird die Fehlerfortpflanzung mit Hilfe der (partiellen) Ableitungen (B) berechnet,
dann ergibt sich fur die Unsicherheit des Endergebnisses ...

o wenn die Einzelbeitrage linear addiert werden
(F2a: Ay, =Ay, +Ay, +...) !

of of
Ayges = 87 PV

1

-AX + -AX, +|—|-AX; +... (s. Mathe: ,Totales Differential“!)

2 3

o wenn die Einzelbeitrage quadratisch addiert werden
(F2b: (Ay,, f =(ay,f +(ay,F +...) ;

Man erhalt das ...

= GauR’sche Fehlerfortpflanzungsgesetz (FFG):
Einzelbeitrdge werden durch partielle Ableitungen (Steigungen) berechnet und
quadratisch addiert:

A= Z%j-(mﬁf (FFG)

Wendet man das Gaul¥’'sche FFG auf einige wichtige Formeln an (und formt evtl. noch
etwas um), so erhalt man die auf der letzten Seite zusammengestellten Formeln!

4. Ausgleichsrechnung

Oft ist ein Zusammenhang zw. y u. x bekannt (z.B. lin. Funktion, Gerade), aber die
Funktion enthélt unbek. Parameter, die aus Messung bestimmt werden sollen.

Gesucht: Parameter a, b,... , so, dass Funktion optimal zu den Messwerten passt
Man nennt dies auch Kurvenanpassung (,Fit*) oder Regressionsrechnung.

Wichtig: In die Auswertung gehen alle Messwerte ein — es wird z.B. nicht einfach eine
Gerade durch zwei willkirlich ausgewéhlte Messpunkte gelegt!

Methoden: a) Zeichnerisch (z.B. Gerade) nach Augenmal? zeichnen,
a, b Diagramm entnehmen
b) Probieren: Daten u. Funktion (mit Rechner) darstellen,
Parameter ,von Hand" variieren bis Funktion ,passt* !
c) Rechnerisch (bei linearer Funktion direkt I6sbar, sonst Iteration!)
Zu c: Wir stellen lhnen zur Berechnung einer Ausgleichsgeraden ein fertiges Excel-Programm zur
Verfligung. Das kostenlose Programm ,gnuplot* kann iterativ beliebige (vom Benutzer zu programmierende)

Funktionen anpassen. Die Verwendung des gnuplot-Fits wird allerdings nur fortgeschrittenen gnuplot-
Benutzern empfohlen!

Ausgleichsgerade

Die zeichnerische Bestimmung der Ausgleichsgeraden ist durchaus maoglich (Hilfsmittel:
durchsichtiges Lineal). Wenn die Messpunkte mit Fehlerbalken eingezeichnet werden,
dann ist auch eine brauchbare Schatzung der Unsicherheit der Geradensteigung und des
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Achsenabschnitts moéglich (neben der ,optimalen* Geraden noch zwei weitere Geraden so
einzeichnen, dass diese als ausgleichende Gerade im Rahmen der Fehlerbalken gerade
noch moglich erscheinen ...). Die Genauigkeit der graphischen Bestimmung der
Ausgleichsgeraden ist oft ausreichend. Allerdings ist nicht garantiert, dass man das
optimale Ergebnis erhalt. Auch die Fehlerschatzung ist oft nicht ganz einfach (und
erfordert etwas Arbeitsaufwand). Da die Bestimmung der Ausgleichsgeraden eine immer
wiederkehrende Aufgabe in der Datenanalyse ist, lohnt es sich, sich mit der rechnerischen
Bestimmung der Geradenparameter (und ihrer Unsicherheiten) zu beschaftigen und sich
ein geeignetes Programm bzw. Tabellenkalkulations-Arbeitsblatt zu schreiben bzw. zu
besorgen. Ein Beispiel fur MS Excel finden Sie auf unserem Server (,gerade.xIs").

Vollig unverstandlich ist es, wenn Messwerte nur zwecks schoner Darstellung (als Tabelle oder Grafik) in
den PC getippt werden, die Auswertung dann aber ,zu Ful3“ gemacht wird!

Berechnung der Ausgleichsgeraden (mit Fehlerrechnunq)

Funktion:  f(x)=a+b-x
gemessen: X,V %o,

Kriterium Methode der kleinsten Quadrate
N _ : 2
S?= Z—(yi fz(x' ) = Minimum!
i=1 Gi

Bem: hier wird fur die Unsicherheiten ,¢* verwendet. Wenn namlich die o; ,richtige* Standardabweichungen
sind, dann gehorcht theoretisch das minimale S® der so genannten -:XZ (Chi-Quadrat) - Verteilung” . Dies

kann verwendet werden, um zu testen, ob die Daten wirklich der vorgegebenen Funktion folgen (- Lit., ,,xz—
Test). Falls die verwendeten Unsicherheiten der Messwerte keine Standardabweichungen sind, so
verwenden Sie die Formel analog und setzen statt G; ihre Unsicherheiten AX; ein. Die Giite der Anpassung
(S2 — Wert) und die Genauigkeit der Parameter sind dann aber schwieriger zu interpretieren...

Das minimale S® erhalt man, indem man nach a und b ableitet und die Abl. = 0 setzt:
ﬁzza_(Z(yi —(a+b-Xi))2j:O ﬁzza_[z (Yi _(a"'b'xi))zjzo
da oOa o’ cb b o’

Daraus ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das nach a und b aufgel6st wird:

Ergebnis:  Ausgleichsgerade (mit Fehlerrechnung)

(siehe z.B.: Press et al. , Numerical Recipes in C, Cambridge Univ. Press, Kap. 15.2,
Online: http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c15-2.pdf )

Abkirzungen: 1 X; Y,
R Bl NARSE
Xi2 Xi yl
Sxxzz‘,_z Sxyzz., 0-2 Dle SXX_SE
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Koeffizienten der Geraden y=a+b-x: .Fehlerfortpflanzung*”
= Unsicherheit der Koeffizienten
o (S, Sy —S,-Sy) _[s,  Unsicherheit des
- D Achsenabschnitt | °2 =1 p  Achsenabschnitts
S,-S,,—-S,-S : . .
bz( ! XVD : y) Steigung c, :\/% Unsicherheit der Steigung

» Im MS Excel Arbeitsblatt ,gerade.xls" sind genau diese Formeln zur Berechnung der
Ausgleichsgeraden schon programmiert. Sie mussen dort nur noch lIhre Messwerte
und Messunsicherheiten eingeben (und evtl. das Diagramm anpassen). Beachten Sie
die Hinweise unter ,Rezept"!

» Wenn Sie ,gerade.xls” benutzen drucken Sie bitte unbedingt die gesamte Tabelle und
die Grafik aus und fiigen diese lhrem Laborbericht bei. Bitte bringen Sie die Datei auf
Datentrager mit!

» Erweitern Sie das Arbeitsblatt ,gerade.xls” nach Bedarf. Oft sind vor und nach der
Berechnung der Ausgleichsgeraden noch weitere Rechnungen nétig. Diese lassen sich
bequem in das Arbeitsblatt einfiigen.

Bem.: In vielen Biichern u. Programmen (Taschenrechner; Tabellenkalkulation, z.B. EXCEI ,Trendlinie* etc.)

findet man die ,Regressionsgerade” in etwas anderer Form. In der Regel werden die Unsicherheiten der

Messwerte nicht verwendet (keine Gewichtung), sondern es wird vorausgesetzt, dass alle Werte gleich

genau sind. Obige Formeln sind keineswegs komplizierter. Sie enthalten aber natlrlich auch diesen

Spezialfall (Sie mussen lediglich alle Messunsicherheiten gleich grof3 eingeben)! Die ungewichtete

Regressionsgerade kann aber durchaus verwendet werden, wenn die Messwerte ndherungsweise gleich

genau sind und die Unsicherheit der Parameter nicht interessiert.

Erganzung: Wenn aus a und b weitere Gro3en berechnet werden (z.B. der y-Wert eines interpolierten oder
extrapolierten Punktes), dann muss bei der Fehlerrechnung beachtet werden, dass a und b aus den
gleichen Messwerten berechnet wurden und deshalb korreliert sind. Man muss deshalb bei der
Fehlerfortpflanzung die Kovarianz o, =-S,/D bericksichtigen. Die Unsicherheit eines interpolierten oder

extrapolierten Punktes y =a+bx ergibt dann aus (siehe z.B. ,Numerical Recipes in C*)

2
o2 1 S [, S
s, D S,
Der genaueste Punkt ist damit der Schwerpunkt der Messwerte, Xz% (dort verschwindet die Klammer).
1
Eine Ursprungsgerade y=b-x hat nur einen freien Parameter (Steigung b), der einfach

zu bestimmen ist:
e Aus jedem einzelnen Punkt (x,y, =Ay,) kann ein Steigungswert berechnet werden:

b iM%
" x T x

e Alternativ kann man die ,normale“ Gerade y=a-+b-x ,zwingen®, durch den Ursprung

zu gehen: Flugen Sie einfach einen zusatzlichen Punkt (0,0) mit sehr groRem Gewicht
(kleinem Fehler) ein. Es wird sich dann automatisch a~ 0 ergeben!

. Der Endwert ist das als gewichtete Mittel (siehe 2.2) aus allen b-Werten.

Oft ist es aber sinnvoll, auch bei Zusammenhangen der Form y=Db-x eine allgemeine
Ausgleichsgerade der Form y=a+b-x zu bestimmen und dann den berechneten
Achsenabschnitt mit der ,Theorie* (a=0!) zu vergleichen!
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Transformationen

Viele Funktionen lassen sich mit entspr. Transformationen auf Geradenform bringen. Auf
diese Weise konnen komplizierter Zusammenhange (wie exp-Funktion, Potenzgesetzte
etc.) ,linearisiert” und mittels Ausgleichsgeraden ausgewertet werden.

e Wird zur Berechnung der Ausgleichsgeraden eine Transformation durchgefihrt, dann
muss die Unsicherheit der y-Werte mit dem FEG berechnet werden!

Beispiel: Entladung eines Kondensators. Es gilt: U(t)=U, e VT

Die urspriinglich gemessenen Werte sind: Spannung (U, £AU,) zur Zeit t,.

Mit einer Ausgleichsgeraden sollen U, und t bestimmt werden.

Diese Funktion U(t) logarithmiert man und bringt sie so auf Geradenform. Da formal der
Innur fur reine Zahlen (ohne Einheiten) existiert (= In("VoIt") gibt es nicht!) , lautet die
korrekte Schreibweise dafir y, = In(U, /V).

2 In(...) = InU(t)/V)=InU,/V)+ 1t = Geradeim ,In(U) - t — Diagramm®!
T

"yt Achsenabschn. —
Steigung

Als x-Werte nimmt man in diesem Beispiel die Zeit, x =t, und erhalt die
-1

Geradengleichung y=In(U,/V)+—-x.
— T
=a H:rb—"
Fir die einzelnen Messwerte gilt nach FFG: U, £AU;, =y, =In(U,/V) , Ay, :AU—U‘ .

Mit diesen Werten (yi J_rAyi) wird die Ausgleichsgerade berechnet. Man erhélt daraus den
Achsenabschnitt a (=In(U,/V)) , die Steigung b (=-1/t) und die Unsicherheiten
Aa,Ab. Diese werden jetzt wieder auf die urspringlich gesuchten Parameter und deren

Unsicherheiten umgerechnet: U, = e? V und t=-1/b .

Mit dem FFG erhalt man (nachrechnen!): AU, =U,-Aa, At= r-A—b

o
Fur die grafische Darstellung ergeben sich zwei Mdglichkeiten:

a) Sie stellen die logarithmierten Werte (hier: v, =In(Ui/V) ) und die berechnete

ausgleichende Gerade in einem linearen Diagramm dar.
Nachteil: Unanschauliche, krumme Zahlen
Vorteil:  Diagramm entsteht bei der Berechnung der Ausgleichsgeraden nebenbei

b) Sie stellen die Originalwerte (hier: U;) in einem Diagramm mit logarithmisch geteilter
y-Achse dar. Die Original-Funktion (hier: U(t)=U,-exp(~t/t)) ergibt in dieser
Darstellung dann wieder eine Gerade! Fast alle Programme zur grafischen
Darstellung von Messwerten konnen die x- und/oder die y-Achse logarithmisch
skalieren (Excel mit Einschrankungen).

Sie sollten solche ,halblogarithmische* Diagramme (moglichst mit Fehlerbalken) aber

auch von Hand anfertigen kénnen — es erleichtert das Verstandnis! Das daflr
bendtigte Funktionspapier finden Sie zum Download auf den Praktikums-Seiten.
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Anhang: wFehler-* Fortpflanzungsgesetz FFG
» FFG fur eine Messgrof3e x+Ax: Av = df Ax
y=f(x) Y=l dx

> FFG: mehrere Messgrof3en x, £ AX , X, TAX,,X; TAX;...:
y = (%, %, X,
(statistische Fehler,,Gaul’3’'sches Fehlerfortpflanzungsgesetz®)

» Daraus abgeleitete

)

_ (ﬂ}z.(M)Z

25

einfache Regeln fiir gdngige Funktionen:

Funktion |FFG-Formel Bemerkung
y=a-x Ay = |a|-Ax absolute Unsicherhgit_ mit dem Betrag der
____________________________________________________________ Konstanten a multiplizieren
y=a-x} v lative Unsicherheit bleibt gleich
T T T relative Unsicherheit blei eic
y=a/x] |y X ¥
. ﬂ:|b|'ﬂ relative Unsicherheit mit Betrag von b mult.
y=ax ly| X (Ax/xist unabh&ngig vom Vorfaktor a)
_ _AX absolute Unsicherheit von y
y=lnx Ay = = relative Unsicherheit von x
absolute Unsicherheit quadratisch addieren
y = Xl * X2 Ay2 = (Axl)2 + (AXZ )2 (immer ”+“!) q
Yy =X X Ay ’ _ Ax ’ N AX, i relative Unsicherheit quadratisch addieren
y=X1Xx, y X, X, (immer ,,+%1)
2 2 2
b e [[AY ) [ A% AX, (relative Unsicherheit) * Exponent
y=a- X% ( yj _(b X, e X, guadratisch addieren

Wichtige Hinweise:

> Nur bei Summen u. Differenzen ist es vorteilhaft, mit der absoluten Unsicherheit zu
rechnen.
» Bei Produkten und Quotienten dagegen ist es einfacher, zuerst die ,relative

Y
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Unsicherheit (in %), daraus dann die relative Unsicherheit (in %) des Endergebnisses

und erst zum Schluss die absolute Unsicherheit des Endergebnisses zu berechnen.
Man spart sich dabei u.U., zahlreiche konstante Faktoren mehrfach (in den
Taschenrechner) einzugeben!

Bei Winkelfunktionen Bogenmaf verwenden!

Fur die Fehlerrechnung die Endformeln immer so aufschreiben, dass nur die direkt ge-
messenen GroRen auftauchen. Vermeiden Sie es, mit Unsicherheiten von Zwischen-

ergebnissen weiterzurechnen — sonst geht u.U. die Unsicherheit einer Messgrof3e

unbemerkt mehrfach in die Rechnung ein.

Bei komplizierteren Funktionen, die sich nicht auf einen der Falle der Tabelle

zurlickfuhren lassen, verwenden Sie

entweder direkt das Gauld’'sche Fehlerfortpflanzungsgesetz (siehe oben)

e oder (wenn Sie keine Lust zum Differenzieren haben) numerische Differentiation
(besonders einfach mit einem Tabellenkalkulationsprogramm).
< ,numerische Differentiation” lohnt sich nur bei komplizierteren Zusammenhangen.
< Wenn ein Fall aus der Tabelle vorliegt kommt man damit schneller zum Ergebnis!
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