Hochschule Heilbronn
Technik « Wirtschaft « Informatik
Heilbronn University

Y

5.5 Zustandsanderungen idealer Gase

Viele Gase verhalten sich bei technischen Anwendungen in guter Naherung wie ideale Gase (siehe
Kap. 5.2.3). Bei einem technischen Prozess dndert sich nun der Zustand des Systems, d.h. die
Zustandsvariablen Druck, VVolumen, Temperatur etc. verédndern sich:

Zustandsanderung @ -> @
{pl’vl’Tl""} 9 {pZ’VZ’TZ""}

Jede Zustandsanderung (,ZA") lasst sich als ,\Weg“-Kurve im Zustandsdiagramm, z.B, im p-V-
Diagramm darstellen. Naturlich gibt es unendlich viele solche Zustandsanderungen. Wir behandeln
zundchst vier ,,Standard-“ Zustandsanderungen, bei denen jeweils eine Grofe konstant bleibt und
anschlieBend eine Verallgemeinerung , die ,,Polytrope- Zustandsanderung*:

. 1. Isochore ZA = konstantes VVolumen

¢ 2. lIsobare ZA = konstanter Druck

¢ 3. Isotherme ZA = konstante Temperatur

¢ 4. lsentrope ZA = konstante Entropie (,,Adiabate*, kein W&rmeaustausch)
¢ 5. Polytrope ZA = Verallgemeinerung von 1..4

Bei den einzelnen Zustandsanderungen werden wir stets folgende Fragen zu beantworten haben:

e Wie sieht die ZA im p-V-Diagramm aus 7 p @
e Wie 4ndern sich die ZustandsgréRen p, V, T ?

e Wie grof ist die zu- bzw. abgefiihrte Warme  Qq, ?
e Wie grof ist die zu- bzw. abgefiihrte Arbeit Wy, ? @
e Wie groR ist die Anderung der inneren Energie U, — U; ?

5.5.1 Isochore Zustandsanderung
»  Zustandsanderung bei konstantem Volumen

Ein Gas wird z.B. in einem geschlossenen Geféld aufgeheizt oder abgekihlt. Durch das feste Gefal}
bleibt das Volumen konstant, Temperatur und Druck &ndern sich bei Waremzu- oder —abfuhr.

e \Warme- Zu-/Abfuhr

e V =const.

V = const.
0= 1

= keine Volumenénderungsarbeit dW =0

e Temperatur T, innere Energie U und Druck p dndern sich

Im p-V-Diagramm ergibt sich eine senkrechte Linie (konst. V !). Der Zusammenhang zwischen
Druck/Temperatur des Anfangs-/Endzustands ergibt sich aus der Zustandsgleichung des idealen
Gases. Fur V =const. (V, =V,) erhalt man T ~ p! Das Volumen bleibt gleich. Somit wird auch
keine Volumenénderungsarbeit verrichtet (Flache unter der Kurve ist Null!). Die Anderung der
inneren Energie ist dann allein durch die zu- oder abgefiihrte Warme gegeben. Fir eine
Temperaturanderung T, -T, ist eine Warmemenge erforderlich, die sich aus der isochoren
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Waérmekapazitat Cy des Systems ergibt. Diese kann natiirlich entweder durch die Stoffmenge n (in
Mol!) und die molare Warmekapazitat C,y oder durch Masse m (in kg!) und die spezifische
Warmekapazitat cy ausgedriickt werden (vergl. Kap. 5.4.4 und 5.4.5).

Isochore Zustandsanderung | p\V, _ PV, V=V, o T, _p, (G155.1]
) N, T, T, . n
p |} @
. T W, =0
T |u,-U,=Q, [G1.5.5.2.]
\\'(D\___Tl Qe =C, '(Tz _Tl)
f
Vi ]Qe=n-Cp(.-T), Coy =R, [GI.553]
Q,=m-c, '(Tz _Tl)

5.5.2 Isobare Zustandsanderunqg
»  Zustandsanderung bei konstantem Druck

Wird ein Gas in einem Gefal} (z.B. Zylinder), das durch einen verschiebbaren Kolben verschlossen
ist, aufgeheizt, so dehnt es sich aus und verschiebt den Kolben. Ist die Kraft, die von auf3en auf den
Kolben wirkt konstant (z.B. durch den &uferen Luftdruck und/oder ein Gewicht, das auf dem
Kolben steht), dann bleibt der Druck im Innern ebenfalls konstant. Der Kolben wird gegen eine
aulere Kraft bewegt (z.B. wird das Gewicht hochgehoben); das Gas (das ,,System*) verrichtet also
Avrbeit.

e Waérme- Zu-/Abfuhr

e Arbeits- Zu-/Abfuhr

e Temperatur T, innere Energie U und Volumen andern sich

Im p-V-Diagramm ergibt sich eine waagrechte Linie (konst. p !). m ]

Der  Zusammenhang zwischen  Volumen/Temperatur  des S
Anfangs-/Endzustands ergibt sich aus der Zustandsgleichung des
idealen Gases. Fir p=const.(p,=p,) erhdlt man V ~T (Gay-
Lussacsches Gesetz)! Bei der Energiebilanz muss folgendes p = const.
beruicksichtigt werden: Nimmt das System Energie als Wéarme auf, V~T

dann gibt es einen Teil wieder als Volumendnderungsarbeit ab.
Diese Volumenanderungsarbeit ergibt sich als die (negative)

Rechteckflache (Vorzeichenkonvention beachten!) unter der

waagrechten Linie (p=const.). Demzufolge ist fir die isobare

Temperaturerh6hung mehr Wérme erforderlich als fur die Isochore — A
die Warmekapazitat C, (bzw. molare WK Cy,p, oder spezifische WK

Cp) ist groBer als bei der Isochoren (siehe Kap. 5.4.5).
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Isobare Zustandsanderung pV, pVv, T, V,
—_— =, p = p ':> —_— = GI.5.5-4-
A | T, T, .V [ :

p '.‘ \\:I'\z v,
\ o~ W, =—| pdV =(V,-V, ) Gl.5.55.
(D - )@\ 12 \;[p ( 1 2) P, [ ]
\\ Arbeit
U,-U,=W,+Q, [G1.5.5.6.]
\‘\\ T1
------ Q,=n-C_-(T,-T)), C, =lt+1R,

V > 12 p 2 1 p (2 ) [G|.5.5.7.]

Energiezufuhr / Energieabgabe

»  Machen Sie sich die Richtungen des Energieflusses (Warme und Arbeit) klar!
Unterscheiden Sie dabei
) Expansion (Warmezufuhr = Temperatur steigt = Volumen wird groRer) und
o Kompression (Warmeabgabe = Temperatur sinkt = VVolumen wird kleiner)

Isobare Expansion (Ausdehnung) Kompression (Verdichtung)
7
Warme zu: Q, >0 ab: Q, <0
ab: W, <0 zu: W, >0
- - = System |(Svstem -
innere Energie steigt: U, >U, nimmt ab: U, <U,

5.5.3 Isotherme Zustandsanderung
»  Zustandsanderung bei konstanter Temperatur

Ein Gas wird komprimiert oder expandiert.. Das Gas soll dabei stets in gutem Warmekontakt zu
einem ,,Warmebad“ (z.B. Kihlwasser) stehen und der Prozess soll so langsam ablaufen, dass die
Temperatur des Gases konstant bleibt. Sie sehen daran, dass es in der Praxis schwierig sein wird,
die isotherme Zustandsénderung z.B. in einer schnell laufenden Warmekraftmaschine zu realisieren.

e Durch Kontakt mit ,,Wéarmebad*
wird Temperatur konstant gehalten
(langsame Bewegung, guter Warmekontakt) F

e Volumen andert sich —_—
o Arbeits- Zu-/Abfuhr N ®S
e \Warme- Ab-/Zufuhr v

e Temperatur T und innere Energie U bleiben konstant

T = const.
p~1/V

Der  Zusammenhang  zwischen  Druck/Volumen  des
Anfangs-/Endzustands  ergibt sich  wieder aus der
Zustandsgleichung des idealen Gases. Fur T, =T, erhalt man
p~1/V (Boyle-Mariottesches Gesetz)! Im p-V-Diagramm sind
die Isothermen (Linien mit konstanter Temperatur) deshalb
Hyperbeln.
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)
Bei Kompression wird dem System Energie durch VVolumenanderungsarbeit zugefiihrt. Da aber die
Temperatur konstant gehalten wird (damit bleibt auch die innere Energie U konstant!) muss das
System wieder den gleichen Energiebetrag abgeben — durch Wéarmeabgabe an das Wéarmebad! Beim
umgekehrten Prozess, der Expansion, andert sich die Richtung des Energieflusses: Das System gibt
Volumenanderungsarbeit ab und nimmt Wéarme auf, so dass wieder die Temperatur konstant bleibt.
»Isotherm* bedeutet also N I C H T, dass die ausgetauschte WWarme Null ware!

»  Bei der isothermen Zustandsanderung tauscht das System Warme mit einem Warmebad aus!
T=const. = Q,=0!

Wegen dU =dQ+dW (1. HS) u. U =const.,dU =0 (Isotherme) ist dQ =—-dW oder Q,, =-W,,.

Es gentigt also, die Volumenanderungsarbeit W,, bei der isothermen ZA zu berechnen. Die Warme
Q,, ergibt sich dann als —W,, !

Zur Berechnung der Volumenénderungsarbeit wird mit Hilfe der Zustandsgleichung der Druck als
Funktion des Volumens bestimmt und dann integriert:

pvV =nR. T = p:anT-Vi

K T V.
—_ - _ il - nl 2+
S W, =—[pdv = anT\{V dV =nR_T, In[v}

Vi

Isotherme Zustandsanderung | pV; _ p,V, T=T, o PV (G1558]
/\ ‘l Tl T2 pl VZ
P VTi=To v
\‘ 2 V
‘ W, =—[ p(v)dV =nR,T, ln(v—lJ [GI.559]
U,-U, =W, +Q,, =0 [G1.5.5.10.]
Arbeit ®___
> V.
\ Qp =-Wp, =-nRT,- In(v_lj [G1.5.5.11.]
2
Energiezufuhr / Energieabgabe:
Isotherme Expansion (Ausdehnung) Kompression (Verdichtung)
Warme zu: Q, >0 ab: Q, <0
ab: W, <0 ystem Syste zu: W, >0
innere Energie U | bleibt konst. - bleibt konst.
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5.5.4 Isentrope (adiabatische) Zustandsdnderung
>  Adiabatische ZA: Kein Warmeaustausch mit der Umgebung !

»  lsentrop: Zustandsanderung bei ,,konstanter Entropie*
Die ZustandsgréRe Entropie S wird in Kapitel 5.7 behandelt. Die Entropie eines Systems kann
sich erh6hen, wenn im Innern des Systems irreversible Prozesse ablaufen (z.B.
Mischungsprozesse oder Reibung). Bei offenen Systemen andert sich die Entropie auch durch
Stofftransport Uber die Systemgrenze. Fir uns ist besonders wichtig: Die Entropie eines
Systems é&ndert sich durch Warmetransport Uber die Systemgrenze, und zwar um

dS= ?Q Eine notwendige Voraussetzung fur ,,isentrop* ist also, dass kein Wéarmeaustausch

stattfindet, d.h. dass das System ein adiabates System ist!

Wir betrachten als Beispiel ein Gas, das in einem warmeisolierten Gefall komprimiert wird. Durch
gute Isolation und/oder schnellen Bewegungsablauf kann Wéarmeaustausch mit der Umgebung
verhindert werden. Je schneller technisch eine Kompression oder Expansion durchgefiihrt werden
kann, desto geringer wird der W&rmeaustausch mit der Umgebung. Die Isentrope bzw. Adibate ist
deshalb fur viele technischen Prozesse (Beispiele: Luftpumpe, Kompressor, Motor, ...) ein sehr
gutes (und wichtiges!) Modell. Auch viele Prozesse in der Erdatmosphare laufen adiabatisch ab
(weil Luft ein schlechter Warmeleiter ist).

e \Warmeisoliertes GefaR
schneller Bewegungsablauf
kein Wéarmeaustausch

o Keine Warme- Ab-/Zufuhr R
e Arbeits- Zu-/Abfuhr

e Innere Energie U andert sich !

(m]i]

e Volumen und Druck
und Temperatur
andern sich!

Bei der isochoren, isobaren und isothermen Zustandsanderung blieb jeweils eine der drei GrofRen p,
V, T konstant. Damit konnten wir mit Hilfe der Zustandsaleichung des Idealen Gases pV, pYV,
leicht eine Beziehung zwischen den verbleibenden zwei Groen herleiten. Bei der |7 = 1
adiabatischen Zustandsédnderung &ndern sich alle drei GroRen gleichzeitig. Die . 2
Herleitung der entsprechenden Formeln ist deshalb etwas aufwendiger. Sie finden die Herleitung
und die unterschiedlichen Darstellungsweisen des Zusammenhangs zwischen den Zustandsgrofien
p, V, T im Unterkapitel 5.5.4.1; die Berechnung der Volumenanderungsarbeit und der inneren
Energie folgt in 5.5.4.2.

In den nachfolgenden Tabellen sind die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst. Eine wichtige

Materialkonstante ist dabei k, das Verhéltnis von isobarer und isochorer Warmekapazitat (siehe
Kapitel 5.4.5.3):
. Cop Cp 2
»  Adiabaten- (Isentropen)-Exponent: k = :_:1+T
mv O
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Isentrope Zustandsanderung | pV,* = p,V,* [G1.5.5.12]
TV, =TV, [G1.5.5.13]]
p ": Tp =T, P [Gl.5.5.14]
\‘\ T1 . v pV y o
) W, =—|p(V)dv =L =L -1 Gl.5.5.15.
. . lep( Jdv == [Vj [ ]
abeit D U, -U, =W, [G.5.5.16.]
\Y
Qp, =
Isentrope Expansion (Ausdehnung) Kompression (Verdichtung)
Waérme keine! Q, =0 keine! Q,, =0
ab: W, <0 ] zu: W, >0
. System System _
innere E. U sinkt um [\/\/12| steigt um W,,

Bei der adiabatischen Kompression wird dem System Energie durch Arbeit zugefuhrt.

»  Da keine Wérme abgegeben wird steigt die innere Energie und damit die Temperatur
Dadurch steigt der Druck stérker als bei der isothermen Kompression

»  Die Isentrope (Adiabate) verlauft steiler als die Isotherme und schneidet damit verschiedene
Isothermen

Besonders ubersichtlich sind die Verhaltnisse, wenn man das p-V-Diagramm doppeltlogarithmisch
darstellt: In dieser Darstellung sind alle Isothermen parallele Geraden mit Steigung -1. Die
Adiabaten sind Geraden mit Steigung -x. Wegen k=1+%>1 verlaufen die Adiabaten immer

steiler als die Isothermen!

Adiabate Adiabate (log-log-Darst.)

TTTTRTRTY

Druck p / bar

Druck p / bar
© O O o000
[S I N o) EN[e o (o @)
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10 20 30 40 50 60 70 8090100

VolumenV /I VolumenV /1
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5.5.4.1 Adiabatengleichungen (Poissonsches Gesetz)

Hier soll noch gezeigt werden, wie sich bei aus dem 1. Hauptsatz, der Zustandsgleichung des
idealen Gases und der Definition der adiabaten Zustandsinderung (dQ=0!) die

Adiabatengleichungen (auch: ,,Poissonsche Gleichungen*) GI.5.5.12., GI1.5.5.13. und GI.5.5.14.
ergeben.

Wir gehen vom 1. HS aus:

du =3 Udiabate = kein Warmeaustausch!

Damit ergibt sich

dU =dW =—pdV = dU + pdV =0 [GI.5.5.17.]

Die innere Energie ist eine ZustandsgroRRe, die nur von der Temperatur abhangt. dU ist deshalb
unabhangig vom ,,Weg* und kann auch mit Hilfe der Wéarmekapazitat bei konstantem Volumen und
dT ausgedriickt werden:

du=n.C, -dT = n-C, -dT =—pdV [G1.5.5.18.]

Als néchstes betrachten wir die Enthalpie (siehe Kap. 5.4.5.2) und drticken die Enthalpiedanderung
wie in Kap. 5.4.5.3 durch die Warmekapazitat bei konstantem Druck und dT aus:

Enthalpie: H=U+pV ; dH=dQ| _  =n-C,-dT
dH=d V+Vdp
Mit [GI.5.5.17.] vereinfacht sich dies zu dH =V d p bzw. |n-C,,-dT =Vdp [GI.5.5.19.]

[G1.5.5.19.] und [GI.5.5.18.] sind Gleichungen mit den Zustandsgréfen {p, V, T}. Um einen
Zusammenhang zwischen zwei Grof3en zu erhalten missen wir eine Variable eliminieren. Dies
geschieht z.B. dadurch, dass wir die zwei Gleichungen durcheinander dividieren. Dann fallt dT
heraus und wir erhalten einen Zusammenhang zwischen p und V :

\{s\.(czrnp :\E _ V;jvp it Cm o [(IV__dPp [G15.5.20.]
Cov - — p

Chv v P
Dies bedeutet: Eine relative Volumendnderung von (i/—v (z.B. 1 %) fuhrt zu einer um « gréReren

Druckveranderung (fir «=1,67 z-B. zu einer Druckverédnderung von -1,67 %). Das Gas ist bei
adiabater ZA also ,harter* als bei isothermer ZA. Dieser Effekt beeinflusst z.B. die
Schallgeschwindigkeit, die dadurch um den Faktor Vi groRer wird.

\Z P2
Durch Integration von [G1.5.5.20.] ergibt sich: IKVldV = I—ld p
p
Vi Py

K-InV—Z:—In& = In(\i) :In& &  exp(...) = (V—Zj P
Vl pl 1 p2 Vl p2

Schliel3lich erhalten wir die gesuchte Beziehung [G1.5.5.12.] :  p,-V," = p,-V,*

Diesen Zusammenhang kénnen wir auch einfacher ausdriicken als fLP V- = const.
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In der Tabelle ,, Adiabatengleichungen® (siehe unten) finden Sie diese und die zwei anderen

Adiabatengleichungen oder ,,Poissonsche Gleichungen* (GI.5.5.12., GI1.5.5.13. und GI.5.5.14.) in
drei verschiedenen Formen a,b und c.

»  Merken/Aufschreiben lasst sich am einfachsten die kompakte Form, d.h. p-V* =const. (a).

>  Angewandt auf eine Zustandsdnderung ® & @, {p,,\V,,T,,...} & {p,.V,,T,,...}, erhélt man
daraus sofort p,-V," = p, -V, (b).

> Wenn nun z.B. p,,V, undV, gegeben sind’, dann wird die letzte Beziehung einfach nach der

2

noch unbekannten Grolie p, aufgeldst: p, = p, @//—1J (©).

Bei der letzten Version (c) ist auch die Behandlung der Einheiten besonders einfach: Im Verhaltnis
V,V, kirzen sich die Einheiten weg. Man erhélt unabhangig davon, ob Volumina in m3, Liter (I) ,
ml, Kubikful}, etc. gemessen werden einen reinen Zahlenfaktor. Auch treten in keinem
Zwischenergebnis merkwiirdige MaReinheiten mit gebrochen rationalen Exponenten (z.B. m ")
auf. Die MaReinheit von p; ergibt sich einfach aus p; : [p,]=[p,]. Sie kénnten damit also sogar mit

den (nicht mehr zu zul&ssigen) Einheiten bar, psi, Torr etc. rechnen, ohne zweimal auf/von Pascal
umzurechnen.

Wenn vom Anfangszustand @ alle drei Zustandsgrofien {pl,Vl,Tl} gegeben, vom Endzustand @ V,

gegeben und p, wie oben berechnet wurde, dann kann die fehlende dritte ZustandsgroRe T, des
Endzustands @ immer mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases bestimmt werden:

ﬂzconst_ = pl_vl:pz_vz = T2 =T1.&.\i
T Tl T2 pl Vl

Damit diese Rechnung nicht jedes Mal mit Zahlenwerten neu durchgezogen werden muss, leiten
wir noch die entsprechenden Formen der Adiabatengleichungen fiir {V,T } bzw.{p,T } her.

Wir missen dazu jeweils eine Variable mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases ersetzen.
Sehr einfach geht dies, wenn man von

p-V*=const. und ﬁ_—v =const.'

ausgeht, die zwei Konstanten mit ¢; und ¢, bezeichnet und bedenkt, dass das Verhéltnis von zwei
beliebigen Konstanten wieder eine Konstante ergibt:

pv RV® c

> V¥=¢, —=¢c, = =— ="const."
TR T T W
T
Damit kirzt sich der Druck weg und wir erhalten die zweite der Adiabatengleichungen:
>  T-V*!'=const. [G1.5.5.13.]

Auch G1.5.5.13. lasst sich natlrlich wieder in drei verschiedenen Formen (a, b, ¢) darstellen — siehe
Tabelle!

! Es reicht auch aus, wenn nur das Verhaltnis V, /V, der Volumina gegeben ist!
Bsp.: Kompressionsverhaltnis bei einem Motor.
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Eine Gleichung fiir {p,T } erhalten wir, wenn wir dafiir sorgen dass sich das Volumen bei

p-V* =c, herauskirzt. Dazu wird die ganze Zustandsgleichung des idealen Gases ,,hoch Kappa“
genommen und die erste Adiabatengleichung dadurch dividiert:

¢ pv ) . p-V® ¢ . "
>  pV¥=c¢, (—j =(c = ———=—_—="const.
S R
TK
>  T*.p"* =const. [Gl.5.5.14.]

Auch diese Gleichung lasst sich wieder in verschiedenen Formen darstellen.

Adiabatengleichungen

a b

p-V* =const. p, -V, =p,- V), =n. - [G1.5.5.12. a/b/c]

T.V k1 _ const. Tl .V:LK_:L =T2 .VZK_:L . [G|5513 a/b/C]

T*.p*™ =const. TP =T, p; " . [G1.5.5.14. a/b/c]

5.5.4.2 Arbeit und Innere Energie bei der Adiabatischen ZA
In diesem Kapitel betrachten wir die verschiedenen energetischen [

Prozess- und  ZustandsgroBen  bei  der  adiabatischen

o .
Zustandsénderung. kein Warmeaustausch !!

,JAdiabatisch* = J

Da bei der adiabatischen Zustandsanderung keine Warme ausgetauscht wird, muss nur noch die
Anderung der inneren Energie U und die Volumenénderungsarbeit W, berechnet werden!

Mit dem ersten Hauptsatz (Energieerhaltung) erhalten wir dann
>  U,-U, =W, + [G1.5.5.16.]
Veranderung der inneren Energie U = Volumenanderungsarbeit Wy,

Wie im vorigen Kapitel [G1.5.5.18.] kann die innere Energie mit Hilfe der Warmekapazitat bei
konstantem Volumen und dT ausgedriickt werden:

> U,-U,=W,=n-C,,-(T,-T,) [G1.5.5.21]

Wir ersetzen hierin die Temperaturen Ty, T, mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases:

T1 — plvl , T2 — pZVZ

nR nkR

m m

I7|'CmV (

W —
12 n-R

pzvz - plvl)

m
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Wir kénnen dies noch etwas vereinfachen, wenn wir aus Kapitel 5.4.5.3 tibernehmen, dass Cp, und
Cmv sich gerade um Ry, unterscheiden, R, =C, —C,, , und auBerdem die Definition des

Adiabatenexponenten k = —"- verwenden: Cov o C 1 _ 1
CmV Rm Cmp _CmV Cmp -1 k-1
CmV
o o
Damit wird aus W,, = - (pV, - pV,) ...
1
> Wy, :a'(pzvz - plvl) [Gl.5.5.22.]

Diese Formel sieht auf den ersten Blick einfacher aus, als das oben angegebene Ergebnis G1.5.5.15.
Sie hat allerdings den kleinen Nachteil, dass zwei GroRen des Endzustands (p, und V,) bendtigt
werden.

Wir gehen deshalb noch einmal von G1.5.5.21. aus und ersetzen zunéchst T, mit Hilfe der aus der

K-1
Adiabatengleichung G1.5.5.13. (c): T, :Tl-(://—ll =T,-&"" (mit der Abkiirzung ¢ :\%);
2 2

W, = n'Cmv Ty '(81(71 _1)

AN

m

Wie oben ersetzen wir T, mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases gemaR T, =

W, = %.(g'{_l _1)

Wie oben ersetzen wir c;ﬂ :i und erhalten damit das am Anfang von Kap. 5.5.4 angegebene

. k-1

Ergebnis:

plvj_ k-1 . V
W =—221.|g _1 _ "N
> 12 = 1 ( ) (IIIIt € ——V ) [G|5515]

2

€ Alternativ kénnen wir die Volumendnderungsarbeit W, bei der adiabatischen
Zustandsénderung auch direkt aus W = —j pdV berechnen.

Im Gegensatz zur vohergehenden Herleitung werden wir hier nicht den 1.HS und Q, =0

verwenden. Alles was wir zur Berechnung den Integrals brauchen ist die Abhangigkeit des
Drucks p vom Volumen V. Damit l&sst sich diese Herleitung der Formel fur Wi, auch leicht
verallgemeinern (sieh ,,polytrope Zustandsanderung, Kap, 5.5.5)

Den Druck als Funktion des VVolumens erhalten wir aus der Adiabatengleichung G1.5.5.12.:
K K VK K —-K
p-Vi=p-V," = p(V): pl.VLK: p -V -V

physik_5 5 zustandsaenderungen.doc , Prof. Dr. K. Rauschnabel, HHN, 14.12.06 S. 10/14



Hochschule Heilbronn
Technik « Wirtschaft « Informatik
Heilbronn University

Somit ist die Arbeit

W,, = —j V)dV =—p, -V jv—“dv

Durch Integration erhalten wir:

—p, -V, 'ﬁ(vzlk _Vll—K)

EURVAE B (S
=P, H%_t o 1 VK-1 VK—l

_Vl'lel
HAAANE T
K—l VZK—l Vlvc—l
v, (v, )
w, =P i)
k=1{\V,
. A (e -1) | (mit &= 2
>  Ergebnis: le—K_l g -1 (mItS:V—) [G1.5.5.15]
2

@ Gleiches Ergebnis wie aus 1. HSund U, -U, =n-C_, -(T, -T,) !

5.5.5 Polytrope Zustandsdnderung

Wir kennen bereits zwei Zustandsanderungen, fir die p-V ™ =const. mit unterschiedlichem
Exponenten gilt:

> Isotherme pV* = const.
_ } = pV " =const., Polytropenexp. v
»  Adiabate pV * =const.

Die Polytrope stellt eine Verallgemeinerung mit beliebigem ,,Polytropenexponenten® v dar:
Bsp.: Ein realer Verdichter fiir Luft (x = 1,4 ) arbeitet

= ... weder adiabatisch pV"* =const.
= ... noch isotherm pV*° = const.
" sondern ,,polytrop,  pV" =const. mit 1<v<14

Dadurch eignet sich die polytropen Zustandsanderung hervorragend, um die Vorgange in einem
realen Verdichter, Motor, Druckkessel etc. zu modellieren. Mit dem Ansatz p ~\% lassen sich

(fast ...) alle in der Praxis auftauchenden Druck-Volumen-Kurven beschreiben.

Diese Verallgemeinerung kann sogar Uber den Bereich 1<v <k hinaus ausgedehnt werden. Je
groRer der Exponent v wird, desto steiler werden die Kurven im p-V-Diagramm (vergl. log-log-
Darstellung der Adiabaten!). Die Isobare (waagerechte Linie) entspricht v =0, die Isochore
(senkrechte Linie) entspricht einem sehr groRen Exponenten (v - oo).
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»  Polytrope Zustandsanderung => Verallgemeinerung von ...
1

o Isotherme p-V™ = const.
o Isobare p-V0 = const.
e Isoentrope p-V< = const.
e Isochore pV* = const.

Bei der Herleitung der Adiabatengleichungen haben wir nur bei der ersten Gleichung (GI.5.5.12.)
benutzt, dass kein Wé&rmeaustausch stattfindet. Die weiteren Adiabatengleichungen wurden
unabhéngig von Q,, =0 mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases abgeleitet. Wir kénnen
damit alle Formen der Adiabatengleichungen flr die Polytrope tGbernehmen, lediglich die von der
Gasart abhéngige Konstante k muss durch die allgemeinere Konstante v (die von der
Prozessfuhrung abhéngt!) ersetzt werden. Auch die Formel fir die Volumenanderungsarbeit kann
ubernommen werden (wie schon bei der zweiten Herleitung im vorigen Kapitel erwéhnt!).

Da sich bei einer polytropen Zustandsanderung i. Allg. die Temperatur andert (Ausnahme: v =1,
dann haben wir eine Isotherme!) ist bei polytroper Zustandsdnderung normalerweise U, —U, #0.
Ebenso findet bei polytroper Zustandsdnderung normalerweise ein Warmeaustausch des Systems
mit der Umgebung statt, so dass normalerweise gilt Q,, #0. Lediglich fir v=1x, d.h. wenn der

Polytropenexponent v gerade gleich dem Adiabatenexponent « ist, findet kein Warmeaustausch
statt.
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A @ PV =pV, [G.5.5.23]
Pl \«\ TV, =Ty, [GI.5.5.24]
T A T p =T, p;" [GI.5.5.25.]

\ . \\ )

RN S % oV (V)
Rt W, =—|p(v)dv =22 2L 1 [G1.5.5.26.]

(OB I VI v-1/|V,
\Y

U,-U, =W, +Q, #0 fiirv=1 [G1.5.5.27.]
Q,#0 fir v=xk [G1.5.5.28.]
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Polytrope Zustandsaenderung
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Erganzung:

Erinnerung: In Kap. 5.4. wurde die Warmekapazitat eingefihrt durch AQ=C-AT (bzw. die
molare Warmekapazitat durch AQ=n-C_-AT . Die Warmekapazitat ist also definiert durch die

AQ

Warme AQ, die erforderlich ist, um die Temperatur um AT zu erhéhen: C =T

Wir betrachten noch einmal die Spezialfalle der polytropen ZA und beachten dabei die
Warmekapazitét des Systems:

e v=0 = Isobare ZA mit Warmekapazitit C,
o vV — = Isochore ZA mit Warmekapazitat Cy

Bei diesen zwei Fallen beschreibt die polytrope ZA also einen Prozess mit fester Warmekapazitét
Cp bzw. Cy.

Als nichstes betrachten wir die Isotherme (polytrope ZA mit v = 1). Bei der Isothermen bleibt die
Temperatur konstant, obwohl (oder weil!) das System Wérme aufnimmt oder abgibt. Die konstante
Temperatur wird dabei durch ein ,Warmebad®, z.B. eine groBe Wassermenge mit sehr grol3er

AQ

Waérmekapazitat erreicht. Formell bedeutet dies |C|—>oo, denn wegen ATz? wird die

Temperaturveranderung trotz Wéarmeaufnahme oder —abgabe dann klein (AT — 0).

) v=1 = Isotherme ZA mit ,,unendlich groBer Wirmekapazitat*
(Temperatur bleibt konstant durch grol3es Warmebad)

Bei der Adiabaten schlieBlich wird gar keine Warme zu- oder abgeflhrt, obwohl sich die
Temperatur andert. Formell bedeutet das Warmekapazitdt C =0

. v=x = Adiabate ZA ohne Warmezufuhr (,,Wirmekapazitit = 0)
Tatsachlich gilt fir alle Polytropen:

»  Bei der polytropen Zustandsanderung
bleibt die Warmekapazitat C wahrend der Zustandséanderung konstant.
(Naturlich gilt entsprechendes auch fur die molare Warmekapazitat Cy, und
die spezifische Warmekapazitat c)

Die (molare) Warmekapazitat ergibt sich dabei zu
vV—K
. v-1
Machen Sie sich klar, wie sich aus dieser Formel die obigen vier Spezialfalle ergeben!

> C =C,,

rnPolytrop N

[G1.5.5.29.]

_—mp

Beachten Sie dabei, dass k = ist.

mv
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